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在微积分中，一元指数函数、对数函数、
幂函数、三角函数、反三角函数、双曲函数
等都是常用的初等函数。

现将它们推广到复变函数情形，即给出用
复变量z代替实变量x时，这些函数所具有的
意义，从而得到复变函数中几种常用的初等
函数。

第四节 初等函数
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1. 指数函数
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它与实变指数函数有类似的性质：

(2) 0zz e∀ ≠ )0,( ≠= xz ee事实上

(3) ( ) ( )z z zf z e e e′= =在复平面上处处解析且

定义

( 3(2))见上节的例
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的指数函数如下定义复变数对

(1) , ( ) z xz x f z e e= =当 为实数 时 )0( =y
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2121:)4( zzzz eee +=加法定理

2 2( )z z z ze e e e= ⋅ =
:)( 的周期性由加法定理可推得 zezf =

ZkikTzfTzf ∈==+ ,2),()( π

 这个性质是实变指数函数所没有的。
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没有幂的意义.

它的定义为仅仅是个符号

∴+ ，)sin(cos     
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公式  

就得时,的实部特别当

注：

,z x iy= +

(cos sin )z x iy xe e e y i y+= = +

z复变数 的指数函数
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由指数函数的定义

2. 三角函数

推广到复变数情形
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1) ,z当 为实数时 为实指数函数的等价刻画

周期函数是及 π2cossin)2 =Tzz
3) ,z在 平面上处处解析的
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其它三角函数的定义
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cos 1, sin 1 .z z≤ ≤在复数范围， 不再成立
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3.  对数函数

定义 指数函数的反函数称为对数函数。即，

)(2,ln Zkkvruree
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+ πθθ

θ 那么令

),1,0()2(ln ±=++==∴ kkirLnzw πθ

(1)  对数的定义

n Argl zL znz i= + ln ( )g 2 ,ar zz i kkπ= + + ∈

( 0) ( )
,

we z z w f z
w Lnz

= ≠ =

=

把满足 的函数 称为对数

函数 记作 ,Lnze z= ww Lne=
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的一个整数倍差

两个相异值相其中即虚部无穷多角的一般值

的幅的虚部是的模的实自然对数；它实部是

它的的对数仍为复数这说明一个复数

π
∀

≠

zz
zz

的无穷多值函数是即 zLnzw =,

)(2ln ZkkizLnz ∈+= π故

)(,
)2(lnargln,0

主值支的主值称为的一单值函数为

时当
记作

LnzLnz
zzizLnzk =+==

n Argl zL znz i= + ln ( )g 2 ,ar zz i kkπ= + + ∈
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1:z = −

负数也有对数.

值,正实数对数有无穷多个在复数域中,

  0z a= >例 当



ln 2Lna a ik k Zπ= + ∈

ln lnLnz z a=的主值

( 0)z a a= − >当

ln lnLnz z a iπ= +的主值

( ) ln (2 1)Ln a a k iπ− = + +

ln( 1) ln1 i iπ π− = + =
Ln( 1) ln1 (2 1) (2 1)k i k iπ π− = + + = +
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2 Ln( 1 3 )i− +例 计算

Ln( 1 3 )i− +

2
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ln 2 ( 2 ) ( )i k k Zππ
= + + ∈

l n( 1 3 )i− +
2ln 2
3

iπ
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arg(ln 1 3 [ 2 ]1 3 )ii i kπ− += − + + +
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(2)  解析性

: ln ln arg ,z z i z= +对数的主值

;ln 续除原点外在其它点均连其中 z
.arg       连续在原点与负实轴上都不而 z

.ln, 在复平面内处处连续除原点及负实轴外 z∴

( ) 0wz e e eω ω′= = ≠

(ln )' dz
dz
ω

∴ =

ln
.

zω =∴ 除原点及

负实轴外是解析的

负实轴外均是解析的，的每个分支除了原点和Lnz

z
Lnz 1)'( =且

1
dz
dω

= 1 1
e zω= =
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4. 乘幂与幂函数 b
a

b
z

乘幂ab

,0,, ≠aba 且为复数设定义 .bLnab ea =定义乘幂

πkiaLna 2ln += — 多值

— 一般为多值)2(ln πkiabbLnab eea +==∴

,a b是复常数

为整数①当b
Lb naba e= n )2(l ab i ke π+= ln 2b a i kbe e π=

ln (cos2 sin2 )b ae k b i k bπ π= + lnb ae=

, .b∴ 为整数时 它是单支
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)0,,( >= qqp
q
pb 且为互质的整数②当

)1,3,2,1,0( −= qk  —q支

ba③其他情形， 一般有无穷多支。

(arg 2ln )q
p
q

p i ka ae e π+
=

ln arg( )2p
q a i a k ie π+ +

=Lb naba e=

ln [cos (arg 2 ) sin (arg 2 )]
p
q a p pe a k i a k

q q
π π= + + +
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(2)当b=1/n(n正整数)时，乘幂ab与a 的 n次根意义一致

注： (1)当b=n(正整数)时，乘幂ab与a 的n次幂意义
一致。

 
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aaaa ⋅⋅=

1
na =

)12,1,0( −= nk 

n a=

n nLnaa e= n lna lna lna lnae e⋅ + + += = 

lna lna lnae e e= 

arg 21 ln a k
n na ie e

π+
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Li i nii e=

)2,1,0( =k

),2,1,0( ±±=k

cos(2 2 sin(2 2 )k i kπ π= + )2,1,0( ±±=k

解

.1 3
22 的值和、求 ii i例1

21 2 1Lne= 2(ln 1 2 )k ie π+= 2 2k ie π=

2(ln 2 )i i i k ie
π π+ += 2(2 )ke

ππ− +=

2 2
3 3 Lnii e=

2
3 2(ln 2 )i i k ie

π π+ +=
2
3 2( 2 )i ke

π π+=
4 4
3 3cos( ) sin( )k kiπ π π π+ += +

每个分支都是正数！

0>
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幂函数zb

称为幂函数。

得为复变数中，取在乘幂 ,, bb zwzaa =定义

①当b = n (正整数)

w=z n 在整个复平面上是单值解析函数

Lnb b zw z e= =

Ln n nzz e=
n

z z z z= ⋅ ⋅ 
个

1( )n nz nz −′ =

lnn ze= =
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为正整数）② n
n

b (1
=

1
nz =

)12,1,0( −= nk 

n z=
的反函数nwz =

Lnb b zw z e= =

arg 21 ln z k
n nz ie e

π+

=

除去b为整数外,也是多值函数
当b为无理数或一般的复数时，为无穷多值函数。

bzw =,③一般而论

)()'(          
,

1 单值分支

且解析除原点与负实轴外处处

∀=

=
−bb

b

bzz
zw

负实轴外均是解析的，的每个分支除了原点和Lnz
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 指数函数定义出其他几类函数。
一些区别：

cos 1, sin 1

z

b

e
z z

z b

≤ ≤



是周期函数，

在复数范围， 不再成立，

负数有对数，

正实数的对数不止有一个值，

除 为正整数外都是多值函数
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